Glava 2
LINEARNO PROGRAMIRANJE

2.1 Opsti zadatak linearnog programiranja

Opsti zadatak linaearnog programiranja glasi: Naci ono nenegativno resenje X = (1, xo, ..., T,)(z; >

0,i=1,2,...,n) sistema linearnih jednac¢ina (ogranicenja):

anTi + apry + -+ aT, < by
2171 + Aga%g + -+ + Agp Ty < by

Am1T1 + Am2T2 + -+ AmnTn S bm

za koje funkcija cilja (linearna funkcija promenljivih zq, 2o, ..., 2,):
F=F(x,29,...,2,) = 121 + Coxa + ... + 2y

dostoze maksimalnu (minimalnu) vrednost.
Svako nenegativno reSenje sistema nejednacina nazivamo dopustivim resenjem.
Sa D oznaCavamo skup svih dopustivih resenja zadatka.

Teorema 2.1.1 Dati kriterijum optimizacije moZe da se zameni suprotnim, pri cemu ta za-
mena ne utice na optimalno resenje, tj. ako je za X° € D ispunjeno

0y —
F(X") = r)?é%(F(X)
onda je
J— 0 — 1 J—
F(X7) = min[-F(X)]
Za zadatak linearnog programiranja kazemo da je dat u kanonickom obliku ako je sistem
ogranic¢enja dat u obliku jednakosti. 5
Prevodenje sistema nejednacina u sistem JEDNACINA.
Matri¢na reprezenatacija problema.

Teorema 2.1.2 Skup dopustivih resenja zadatka linearnog programiranja je konveksan skup.
Takav skup u R™ naziva se konveksni polijedar.

Teorema 2.1.3 Ako je oblast dopustivih resenja D zadatka linearnog programiranja ogranicena,
tada se maksimum 1 minimum funkcije cilja dobija u jednoj ekstremnoj tacki na granici obalsti
D.
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Zadatak 1. Dat je zadatak linearnog programiranja u opsStem obliku:
Maksimizirati: F' = 22 + bxs
pod ogranicenjima

T +4LL’2 S 24
2[L‘1 + X9 S 21
rT1+x2 <9

I Z Oa T2 Z 0
2.2 Konveksni skupovi

2.3 Geometrijsko resenje zadatka LP (slucaj n = 2)

Geometrijska metoda, za razliku od algebarske (simpleks) metode ima ograni¢enu primenu.
Ona moze da se iskoristi u sluc¢aju dve ili tri promenljive. Ova metoda se moze primeniti i u
slucaju ako je n — m = 2, gde je n broj promenljivih, a m broj jednacina.

Zadatak 1.
Pronac¢i maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma:

Z(xl,l’g) = 2371 + 3372

uz ogranicenja:

x|+ 2512'2 S 10
—Z1 + T2 S 2
31’1 + T S 15

r1 20,2020

Zadatak 2.
Pronac¢i maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma:

Z(J?l, LI?Q) = 3.131 — 2%2

uz ogranicenja:

201+ x5 < 14
-1 + 31’2 Z 0
—Z1 + T2 S 2
T+ 32 >4

3?120,37220

Zadatak 3.
Pronac¢i minimalnu vrednost funkcije kriterijuma:

Z(Z‘l,ZEQ) = T + i)

uz ogranicenja:

21’1 + X9 Z 6
2.%‘1 + Z9 S 12

- + 3?[72 S 1

T Z 2

To <4

) ZO
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Zadatak 4.

Jedna fabrika proizvodi grejalice i usisivace. Za proizvodnju jedne grejalice potrebno je 2
sata rada za proizvodnju delova i 1 sat rada za sklapanje i proveru. Za proizvodnju usisivaca
potreban je 1 sat rada za proizvodnju delova i 2 sata za sklapanje i proveru. Deo fabrike gde se
proizvode ovi aparati moze da radi najvise 8 sati dnevno, dok deo fabrike za sklapanje i proveru
moze da radi najvise 10 sati dnevno. Ako je zarada od prodaje za svaku grejalicu 30 din. i za
svaki usisiva¢ 50 din koliko grejalica i usisivaca treba proizvoditi da bi zarada bila maksimalna?

Zadatak 5. (Post-optimalna analiza)

Firma proizvodi dve vrste boja: za unutrasnje (U) i za spoljasnje (S) radove. Proizvedene
koli¢ine boja firma isporucuje trgovini na veliko. Za proizvodnju ovih boja koriste se sirovine A
i B. Maksimalno moguc¢e dnevne zalihe sirovina A i B iznose respektivno 6 i 8 tona. Utrosak
sirovina A i B u tonama za proizvodnju jedne tone svake od boja iznosi:

Sirovine | UtroSak sirovina u t. | Maksimalne zalihe
boja S | boja U
A 1 2 6
B 2 1 8

Analiza trzista u duzem periodu pokazuje da dnevna potraznja boje U nikada ne premasuje
potraznju boje S vise od jedne tone. Takode je uoceno da dnevna potraznja boje U nikada ne
prelazi 2 tone dnevno.

Cene jedne tone boja jednake su: 3 hiljade dinara za jednu tonu boje S i 2 hiljade dinara
za jednu tonu boje U. Koje koli¢ine boja (u tonama) treba da proizvede firma, tako da se
realizacijom proizvodnje ostvari maksimalna zarada?

Resenje:

Pruvi zadatak analize osteljivosti: uticaj promena koli¢ine sirovina na optimalno resenje.

1) Za koliko mogu da se uveéaju zalihe sirovina A ili B da bi se poboljsalo optimalno reSenje?

2) Za koliko mogu da se smanje zalihe neke sirovine a da se zadrzi dobijeno optimalno
reSenje?

- Aktivna i neaktivna ogranic¢enja. Prava koja predstavlja aktivno ogranic¢enje prolazi kroz
optimalnu tacku. Prava koja ne prolazi kroz optimalnu tacku predstavlja neaktivno ogranicenje.
Ako je neko ogranic¢enje aktivno, onda je logi¢no da se taj resurs proglasi i deficitarnnim, jer se
u potpunosti koristi u proizvodnji. Resurs kome odgovara neaktivno ograni¢enje je nedeficitarni
resurs, jer se po realizaciji proizvodnje ne utrose sve njegove zalihe.

Pri analizi osetljivosti modela u odnosu na promene desnih strana ograni¢enja odradujemo:

- Grani¢no dopustivo uvecanje zaliha deficitarnog resursa, koje ¢e omogucéiti poboljsanje
optimalnog resenja

- Granic¢no dopustivo smanjenje zaliha nedeficitarnog resursa, koje nec¢e izmeniti optimalnu
vrednost funkcije cilja.

Drugi zadatak analize osetljivosti: Koji je resurs najpogodnije uvecati?

Dopuna resursa zahteva dodatno ulaganje novca, pa je prirodno postaviti pitanje: Kom
resursu dati prednost u ulaganju dodatnih sredstava?

Uvodimo karakteristiku znacajnosti svake dodatne jedinice deficitarnog resursa. Oznac¢imo
sa 1; tu karakteristiku za resurs ¢:

maksimalni prirastaj optimalne vrednosti Z

Yi = : o e - X
maksimalno dopustivi prirastaj obima resursa ¢
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Treéi zadatak analize osetljivosti: U kojim granicama je dopustiva promena koeficijenata
funkcije cilja?

- Za koliko se moze umanjiti ili uvecati svaki od koeficijenata, a da ne dode do promene
optimalnog resenja?

- Kako promeniti neki od koeficijenata funkcije cilja da nedeficitarni resurs postane defici-
tarni i obratno, da deficitarni postane nedeficitarni?

Zadatak 6. (Beskona¢no mnogo reSenja)
Pronaéi maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma:

Z(x1,29) = 2w + 49

uz ogranicenja:
T+ 2y <5
T t+wxy <4
x1 2> 0,29 >0

Zadatak 7. (Neogranicena funkcija cilja)
Pronac¢i maksimalnu vrednost funkcije kriterijuma:

Z(x1,x9) = 221 + o

uz ogranicenja:
21’1 — X9 S 2
T < 4
x1 20,29 >0

2.4 Geometrijsko resenje zadatka LP (slucaj n —m = 2)

Zadatak LP se moze graficki resiti i u slucaju kada je broj promenljivih za dva veéi od broja
nezavisnih linearnih ogranicenja. Tada se dve od n promenljivih mogu izabrati kao nezavisne
(slobodne) promenljive, a preostalih m mogu se uzeti za zavisne promenljive i izraziti pomoc¢u
nezavisnih promenljivih.

Neka je zadatak LP dat u kanonickom obliku:

o
Maksimizirati F' = >°7_, ¢;;
Pod ogranic¢enjima
n
Zaijxj:bi, i:1,2,...,m
=1

>0, j=1,2....n

Kada je zadatak LP dat u ops$tem obliku, najpre ga treba transformisati na kanonicki oblik.
Ako su z7 i x5 izabrane za nezavisne primenljive, onda se iz sistema jednacina promenljive
3, T4, ..., T, MOGU izraziti pomocu x, i 9 na sledeéi nacin:

T3 = 3121 + a3e%2 + 3

Ty = %1 + 0yao + Gy

Tp = Q121 + Qpas + Op
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Veli¢ine x1 i z9 odmeravamo u koordinatnom sistemu Oz x5 i, o¢igledno, zbog uslova x; > 0,
x9 > 0, parovi vrednosti (z1,x) se prikazuju tactkama u prvom kvadrantu tog koordinatnog
sistema. Uslovi nenegativnosti drugih promenjivih odreduju oblast dopustivih reSenja u prvom
kvadrantu. Nejednacina, na primer x3 > 0 odreduje dopustivu poluravan sa jedne strane prave
311 + agors + B3 = 0. Deo ravni Oxixo koji istovremeno pripada svim poluravnima x; > 0
(1=1,2,...,n) predstavlja oblast dopustivih resenja D.

Zadatak 1. Resiti geometrijskom metodom zadatak:
Minimizirati F' = x1 — 29 4+ 203 — x4 — 325 + ¢ — 227
pod ogranicenjima:

T1 — To + T3 =4
200 — Xy — T3 — Ty = —D
$1+ZE2—I‘5 = —4

T2 + Tg =35

201 — 2x9 —xg+ 227 =7
z, >0, 1=1,2,...,7

Zadatak 2. Resiti geometrijskom metodom zadatak:
Minimizirati F' = —x1 — x93 — =5
pod ogranicenjima:

T+ To =1
Ty — 23 = —3
T3—T4+x5 =1
z, >0, 1=1,2, ;D

Zadatak 3. Resiti geometrijskom metodom zadatak:
Maksimizirati F' = 2x; + 5x9
pod ogranicenjima:
I + 4[[’2 —I— rs = 24
3r1 +x0+14 =21
T+ Xog+x5 =
x, >0, 1=1,2,...,5

2.5 Algebarska simpleks metoda za reSavanje zadatka LP

Neka u kanini¢énom obliku zadatka LP imamo n promenljivih i m medusobno linearno nezavisnih
ograni¢enja (r = m) sa, na primer, minimizacijom funkcije cilja:
e -
Minimizirati: F(z1,xg,...,2T,) = Y1y GT;

pod ogranicenjima
n
Zaija:j:bi, i:1,2,...,m
j=1
x>0, 7=1,...,n

Optimalno resenje se nalazi u jednom od temena konveksnog polijedra, gde je najmanje
k = n — m promenljivih jednako nuli. Izaberimo proizvoljno k promenljivih za nezavisne i
pomocu njih izrazimo zavisne promenljive. Neka su nezavisne promenljive z1, s, . .., Tg.
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Tl = Q1,101 + Q1,202 + -+ Q1 1Tk + Brpr
Ty = Q2,101 + Q2202 + .o 4 Qpyo k Tk + Bryo

Ty, = Qp1T1 + QpaTa + ... + i + By

Funkcija cilja u funkciji z1, 2o, ...,z postaje
F(zy,29,...,28) =Y + 7121 + - .. + YTk

Ako stavimo da je 1 = x5 = - -+ = x; = 0 dobijamo bazisno dopustivo resenje:

(0707"'7076k+17/6k+27"‘76n) 1 F:ryo

I KORAK: Medu koeficijentima funkcije cilja v1,79, ..., odabrati v; za koje vazi da je
v; < 0. U tom slucaju ¢e promenljiva x; preci iz zavisnih u nezavisne.

Ako takvo ~; ne postoji, onda smo dostigli optimalnu tacku, tj. vise ne mozemo da umanjimo
vrednost funkcije cilja.

Ako su svi koeficijenti v1,79, ..., uz promenljive x1, xs, ...,z u funkciji cilja pozitivni,
onda uvecavajuéi neku od ovih promenljivih (na vrednosti koje su veée od 0) ne mozemo da
umanjimo vrednost funkcije cilja. To znaci da je dobijeno bazisno resenje i optimalno. Medutim,
ako izmedu koeficijenata 7;, 72, . . ., V% ima i negativnih, onda uvecavajuci vrednost promenljivih
ispred kojih je koeficijent u funkciji cilja negativan, mozemo da umanjimo vrednost funkcije cilja
F, to jest, mozemo da dodemo do boljeg bazisnog resenja.

Neka je koeficijenat 7, negativan. Sada ima smisla uvecati promenljivu z; i na taj nacin preci
od dobijenog resenja, gde je x; bilo jednako nuli, do novog bazisnog resenja gde ¢e umesto x;
biti jednaka nuli neka od zavisnih promenljivih. Uveéavajuéi x1, smanjujemo vrednost funkcije
cilja F' ali moramo da pazimo da nam pri tom neka od zavisnih promenljivih xp, 1, 2g10,..., 2,
ne postane negativna. One, o¢igledno nece postati negativne, ako su koeficijenti uz x; u svim
jednac¢inama pozitivni, pa se tada x; moze da uveéa do beskonac¢nosti, Sto bi znacilo da je u
tom slucaju funkcija cilja neogranic¢ena.

Pretpostavimo da se izmedu koeficijenati uz x; u jednac¢inama nalaze i negativni koeficijenti.
Neka je, na primer, u jednacini za z;:

T = apnT + oqgpxs + -+ agxg + G

koeficijenat uz x; negativan: a;; < 0. Ako stavimo zo = x5 = -+ = x = 0, onda z; moZzemo
da uveéamo do vrednosti 3
1
- ) ) 61 >0
an

jer za tu vrednost promenljive z; promenljiva x; postaje jednaka nuli. Od promeljivih xp 1, Tg1q, ...

biramo promenjivu x, za koju je veli¢ina

slobodan ¢lan

—koeficijent uz

5r . ﬁl
= min —_—
o751 k+1<I<n o

najmanja, tj.
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Tada se veli¢ina x; izrazava iz jednacine
Ty = Q1 T1 + QpaTa + -+ + Ay + By

i zamenjuje u ostalim jednac¢inama i u funkciji cilja. Na taj nac¢in smo promenljivama x; i
x, zamenili mesta u sistemu, tj. promenljiva x; je postala zavisna, dok smo promenljivu z,
prbacili u nezavisne, uz to smo poboljsali vrednost funkcije cilja, a da pri tom nismo narusili
dopustivost resenja.

Navedeni postupak se ponavlja dok se ne dobije optimalno resenje.

Zadatak 1. Minimizirati F' = bxy — 2x3 pri ograni¢enjima:

—51’1 — X9 +2$3 S 2
—Z1 + X3+ 24 §5
—3$1+5$4 S?

i >0, i=1,2,34

2.6 Kanoniéni zadatak LP. Takerove tabele.

Zadatak linearnog programiranja koji je dat u opStem obliku treba transformisati u kanonic¢ni
oblik pogodan za popunjavanje Takerovih tabela.

Moramo razlikovati maksimizacioni i minimizacioni kanoni¢ni oblik zadatka LP.

Zadatak 1. Jedna firma proizvodi pravougaone (P) i okrugle stolove. Za svaki pravougaoni
sto potrebna je jedna jedinica komponente A (greda 0,1 x 0,1 x 4), dve jedinice komponente B
(daska 0,02 x 0,2 x 4) i dve jedinice komponente C (ukrasna ploca 1 x 1), a za svaki okrugli sto
potrebne su dve jedinice komponente A, dve jedinice komponente B i jedna jedinica komponente
C. Firma ima na raspolaganju 20 jedinica komponente A, 30 jedinica komponente B i 25 jednica
komponente C. Ako firma ostvaruje ¢istu zaradu za svaki pravougaoni sto ¢; = 200 dinara i za
svaki okrugli sto ¢; = 150 dinara, koliko stolova svake vrste treba da proizvede da bi zarada
bila maksimalna?

Zadatak 2. Kompanija priprema meSavinu hrane od tri sastojka: Sy, Ss i S3. Svaka
jedinica sastojka S sadrzi jedan gram proteina, 2 grama masnoce i kosta 20 para. Svaka jedinica
sastojka Sy sadrzi 2 grama proteina, 2 grama masnoce i koSta 30 para. Svaka jedinica sastojka
Ss sadrzi 2 grama proteina, 1 gram masnoce i koSta 25 para. Ako meSavina ova tri sastojka
mora da sadrzi najmanje 200 grama proteina i najmanje 150 grama masnoce, koliko jedinica
svakog sastojka hrane treba kompanija da iskoristi tako da realizuje minimalne troskove?

Zadatak 3 Maksimizirati F' = —xq + 229 + 423, P.O.

flfl—Z‘Q—I‘gél
I1+ZL’2+I3§3
:L‘17'r27x320

2.7 Zadaci LP bez prirodnih ogranicenja

Simpleks metodu smo koristili za resavanje kanonickih zadataka LP kod kojih se trazio mak-
simum ili minimum funkcije cilja. Osnovna osobina zadataka LP u opstem obliku je bila
nenegativnost promenljivih, tj. simpleks metoda pretpostavlja da su sve promenljive u zadatku
nenegativne. Medutim, jednostavne modifikacije simpleks algoritma omogucéavaju resavanje
izvesnih zadataka LP bez prirodnih ogranic¢enja.
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Definicija 2.7.1 Realna promenljiva u zadatku LP je bez prirodnog ogranicenja, ako ne zado-
voljava uslov nenegativnosti.

Prvi tip ovakvih zadataka ¢ine zadaci LP kod kojih samo neke od promenljivih ne ispun-
javaju uslov nenegativnosti. Takvi zadaci se lako transformisu na ekvivalentni zadatak LP u
kanonickom obliku uz dodavanje niza jednacina.

Primer 1. Maksimizirati F'(z,y) = = + 3y, pri ograni¢enjima

r+2y <10
—3Jr—y < -—15

ResSenje: x =4,y = 3,t; =15 =0, maxF = 13.
Primer 2. Maksimizirati F'(x,y) = = + 3y, pri ograni¢enjima

r+2y <10
3r+y <15

Resenje: Funkcija cilja je neograni¢ena, max F' = +00.
Primer 3. Maksimizirati F'(z,y) = = + 3y, pri ograni¢njima

r+2y <10
dr+y <15
r >0

ResSenje: x =t; =0,ty = 10,y = 5, maxF' = 15.

Drugi tip nestandardnih zadataka LP pojavljuje se kada se medu nejednacinama nadu
neka ogranic¢enja u obliku jedna¢ina. Mozemo smatrati da ta ogranic¢enja dopustaju dopunske
promenljive 0, sto omogucava da zadatak prevedemo u kanonicki oblik.

Primer 4. Maksimizirati F'(z,y, z) = 2z + y — 2z pri ograni¢enjima:

r+y+2<1
y+4z=2
x,y,z >0

Resenje: x =1, =0,z = %,y = %, maxlf' =
Primer 5. Maksimizirati F'(z,y, z) = = + 4y + 2z, pod ogranienjima:

r+2y+32<6
dx — Ty = 28
$7y7220

Resenje: Skup dopustivih reSenja je prazan.
Primer 6. Maksimizirati F(z,y, z) = x 4+ 2y + z pod ograni¢enjima:

r+y+z=6
r+y<l1
z,z>0



Glava 3

Dualni zadatak linearnog programiranja

Svakom zadatku LP odgovara njegov dualni zadatak.

3.1 Dualne kanonic¢ne tabele
3.2 Dualni simpleks algoritam

3.3 Dualnost u nekanoni¢nim tabelama

Teorija dualnosti se moze progiriti na prilagodene dualne nekanonic¢ne tabele koje smo sreli. U
ovom poglavlju pokaza¢emo oblik dualne nekanoni¢ne tabele i ilustrova¢emo proceduru resa-
vanja kojom se ove tabele redukuju na dualne kanonic¢ne tabele.

Dualna kanoni¢na tabela je oblika:

@ @ Tjr1 A -1

@ ail N AT a1,j+1 o Qip bl =—0
@ ;1 cee Qg Qg 541 R ¢ 7o bl =-0
Yi+1 | Ai+11 -+ Q15 Qip1 541 --- Gitln bz’+1 = —li1
Ym | Gma cee Oy U+l -+ Qmn by | =-tm
-1 C1 N Cjt1 ... Cp d =F

=0 ... =0 =Sj+1 oo —=S8p =G

Napomenimo da svakoj nezavisnoj promenljivoj bez ograniCenja (nenegativnosti) u mak-
simizacionom zadatku LP odgovara ogranic¢enje u obliku jednac¢ine u dualnom minimizacionom
zadatku 1 isto tako tako svakoj nezavisnoj promenljivoj bez ogranic¢enja (nenegativnosti) u min-
imizacionom zadatku odgovara ograni¢enje u obliku jednac¢ine u dualnom maksimizacionom
zadatku. Ova osobina je sustinska i omoguc¢ava nam da resimo dualne nekanoni¢ne zadatke.

Pogledati Primer 1. i Primer 2. u [?] kao i zadatke na kraju tog poglavlja. (to su neki
od zadataka za pripremu pismenog dela ispita)

3.4 Razni zadaci

1. Geometrijskom metodom izra¢unati minimum i maksimum funkcije cilja:
F=2—3x) —2x9 + 3 — 204 — 225, pod ogranicenjima:

9
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200 — x93 —23+2 =0
3r1 —3xy — 23— 24 +8 =
3—1'1—.775 =0
Z; >:0,Z:15

2. Resiti geometrijskom metodom zadatak:
Maksimizirati F' = 221 + bx9, pod ogranicenjima:

$1+4I2+l’3 :24
3$1+332—|-ZE4 =21
T1 + To + X5 =9
2 >=0;i=12345

3. Algebarskom simpleks metodom minimizirati F' = 4x; 4+ 47x9 + 13x3 + 2624
pri ogranicenjima
1+ T2 S 6
6.I1 + 131’3 =30
24x9 + 1324 = 96
r3+14 <6
r, >0,i=1,...,4

4. Algebarskom simpleks metodom maksimizirati F' = 14x; 4+ 7xo + 1023
pri ogranicenjima
Sx1 + 19 + 223 < 2400
4,511 + 30 + 2,5x3 < 3000
1, 5ZE1 + 4%2 + 31‘3 S 2700
3x1 + 2,519 + drg < 3600
Ty, w23 =0

5. Algebarskom simpleks metodom minimizirati F' = —x4 + x5
pri ogranicenjima
T1+x4— 225 =1
To— 204 +x5 =2

$3+3I4+ZE5 =3
v >0,i=1,2,...,5

6. Resiti svaki od zadataka linearanog programiranja koristeé¢i simpleks tabele.
a) Maksimizirati F'(x,y) = x

pri ogranicenjima
r+y<l1l, z—y>1 y—2x>1 z,y>0

b) Minimizirati G(z,y) =y — bz



3.4. RAZNI ZADACI
pri ogranicenjima

l’—y21, y§87 I??JZO

¢) Minimizirati g(z,y,2) = —x — y

pri ogranicenjima

3r+6y+22<6; y+z>1;, z,y,2>0

d)
z y -1
1 -1 3= -4,
22 1] 2] = -ty
2 -1 0= F
e)
x| -2 1 -3
Y 1 2] -2
-1 1 0 0
f)
z y -1
-1 -1]-2) = -t
1 21 0]= -t
2 1] 1] = -3
-1 3, 0]= F

a)
x y z u -1
0O 1 1 -1} 3|= —t
1 1 1 -1} 3|= —t
2 3 -1 12| 0 F
b)
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8.

10.

11.

GLAVA 3. DUALNI ZADATAK LINEARNOG PROGRAMIRANJA

Minimizirati G(y1, Y2, y3) = y1 + 2y2 + 3ys pri ogranicenjima

y1t+y2tys >=1
y1+ys >=1
20 +ys =1
Y, Y2,y3 >=0

a) Postaviti dualni maksimizacioni zadatak.

b) Resiti oba zadatka koriste¢i dualnu tabelu. Ako bilo koji od zadataka ima beskonac¢no
mnogo reSenja, naci sva reSenja.

Potrebno je izgraditi odreden PVO sistem. Poznato je da protivnik raspolaze sa 100
aviona za dejstvo sa malih visina, 150 aviona za dejstvo sa srednjih visina i 100 aviona za
dejstvo sa velikih visina, ali se ne zna sa koje ¢e visine dejstvovati. Mozemo obezbediti
dva tipa raketa. Prvi tip raketa obara avione sa verovatnoc¢ama 3/4, 1/2, 1/4 respektivno,
a drugi tip sa verovatnocama 1/4, 1/2, 3/4, zavisno od visine leta. Prvi tip rakete staje
25 a drugi 50 n.j. po komadu. Koliko kojih raketa je nuzno obezbediti pa da ocekivani
broj oborenih aviona ne bude manji od broja aviona koji mogu dejstvovati. Pri tome
izdatke za nabavke raketa svesti na najmanju mogucu meru.

a) Sastaviti matematicki model problema.
b) Napisati dualni problem datom problemu i resiti ih dualnom simpleks metodom.

c¢) Napraviti postoptimalnu analizu problema (Sta znaci koja promenljiva) i odgovoriti
da li napadac¢ moze, i za koliko da poveca broj nekog od tipova aviona, a da branilac
ne mora da ulaze dodatna sredstva za nabavku raketa.

U Sumi se nalazi 4 vrste jestive pecurke. U razli¢itom vremenskom periodu prvi berac
B1 raspolaze sa 80 radnih ¢asova berbe, drugi bera¢ B2 sa 70 ¢asova berbe, a tre¢i berac
B3 sa 75 ¢asova berbe. Za kilu prve vrste pecurke P1 berac¢B1 treba da utrosi 1/2 casa
berbe, b2 3/4 ¢asa berbe, a B3 1 ¢as berbe. Za pecurku P2 bera¢ Bl utrosi 2 ¢asa berbe,
B2 1 c¢as berbe, a B3 1/2 casa berbe. Za P3 bera¢ Bl utrosi 1/4 casa, B2 3/4 casa, a
B3 1/2 casa berbe. Branje pecurke P4 zahteva od beraca Bl 2 ¢asa berbe, od B2 3 ¢asa
berbe, a od B3 1 ¢as berbe. Na pijacama bera¢i prodaju pecurke po slede¢im cenama:
P1 za 50 din/kg, P2 za 60 din/kg, P3 za 45 din/kg, a P4 za 90 din/kg. Na pijacama
se moze prodati najvisv e 100 kg pecurki P1, 90kg P2, 120kg P3 i 70kg P4. Odrediti
optimalni plan berbe,ako se podrazumeva da sva tri beraca rade zajedno, da bi se dobila
maksimalna zarada. Postaviti primarni i dualni problem LP, a zatim resiti oba problema.

U jednom pogonu treba da se proizvode dve vrste proizvoda na tri masine. Norma c¢asovi
obrade , raspolozivi kapaciteti masina i finansijski efekti dati su u tabeli :

P b Kapacitet
M, 2 4 48
M, 4 2 60
M; 3 0 96
Dobit | 6000 | 4000
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12.

13.

Naéi optimalni program proizvodnje koji ¢e obezbediti maksimalni dohodak.

e Problem resiti pomocu simpleks tabele.
e Objasniti znacenje promenljivih u modelu.

e Da li optimalno reSenje znaci i potpuno iskoris¢enje masina?

Resenje: X*=(12,6,0,0,60 ), F(X*)=96000.

Jedna pekara se specijalizovala za proizvodnju tri vrste peciva: pogace od 800g, hleb
od 400g i kifle od 300g. Poizvodnja peciva se vrsi u dve faze: od pripremljenog testa
se na masini za mesenje (M1) oblikuju odgovarajuca peciva, a zatim se peku u peci (P).
Trajanje (u minutima) meSenja i pecv enja ovih peciva, kao i jedini¢ni trogkovi proizvodnje
(u parama) su dati u tabeli:

M1 | P | troskovi
pogaca | 7 5 | 190
hleb 6 6 | 140
kifla 7 7 | 150

Za pecenje moze da radi 600 minuta dnevno, a masina za meSenje, koja predstavlja usko
grlo u proizvodnji i ¢iji je kapacitet uvek u potpunosti iskoriséen, 560 minuta dnevno.
Potrebno je odrediti koli¢inu pogaca, hleba i kifli koju treba ispeéi za 5 dana, koje e
obezbediti minimalne troskove proizvodnje, ako se mora utrositi bar 160 kg testa.

a) Formulisati matematicki model
b) Odrediti sva optimalna reSenja i objasniti jedno od njih

c¢) Odrediti da li dolazi do promene optimalnog resenja ako je potrebno:

e maksimizirati ukupnu koli¢inu peciva
e maksimizirati iskoriS¢enost kapacieta masSina

e utrositi najmanje 200 kg testa

Pekara proizvodi tri vrste bureka: burek sa sirom od 1kg, burek sa mesom od 1 kg i prazan
burek od 2 kg. Sve tri vrste bureka pravi pekar, koji dnevno radi ta¢no 420 minuta, a
burek se zatim pece u peci ¢iji je dnevni kapacitet 500 minuta. Trajanje (u minutima)
pravljenja i pefenja bureka, kao i jedini¢ni trogkovi proizvodnje (u dinarima) su dati u
tabeli:

pekar | peé¢ | troskovi
burek sa sirom 4 5) 20
burek sa mesom 4 2 20
prazan burek 2 4 23

Potrebno je odrediti koliko bureka i koje vrste treba ispeéi za 5 dana, tako da troskovi
proizvodnje budu minimalni i da bude ukupno napravljeno bar 1200 kg bureka.



14 GLAVA 3. DUALNI ZADATAK LINEARNOG PROGRAMIRANJA

a) Formulisati matematicki model
b) Odrediti sva optimalna resenja i objasniti jedno od njih
¢) Odrediti da li dolazi do promene optimalnog resenja ako je potrebno:

— maksimizirati ukupnu koli¢inu bureka
— maksimizirati iskoriSéenost kapacieta peci

— napraviti najmanje 1600 kg bureka

14. Jedna tkacnica proizvodi tri vrste tkanina kao meSavinu pamuka i vune. Jedan metar
najtanje tkanine (73) sadrzi 200g pamuka i 100g vune; metar tkanine srednje debljine
(T3) sadrzi 100g pamuka i 300g vune, a metar najdeblje tkanine (73) sadrzv i po 200g
pamuka i vune. U skladistu tkac¢nice se nalazi 50 kg vune, koja se, zbog neodgovarajuéih
uslova skladistenja, mora odmah potrositi i 40 kg pamuka. Troskovi proizvodnje po metru
tkanine Ty, Ty i T3 iznose 25, 30 i 26 novcanih jedinica, respektivno.

a) Formulisati matematicki model minimizacije ukupnih troskova proizvodnje tkanina,
ako se zahteva da se proizvede najmanje 10 metara viSe tkanine tipa 7T} nego tipa
Ts.

b) Formulisati dualni model modela pod a)

¢) Odrediti optimalno resenje modela pod b), a zatim odrediti i objasniti optimalno
reSenje modela pod a)

d) Dali dolazi do promene optimalnog resenja ako se zahteva da ukupna duzina tkanina
bude maksimalna

e) Da li dolazi do promene opt. reSenja ako se koli¢ina vune u skladistu smanji za 8 kg

f) Odrediti optimalno resenje ako je potrebno da duZina najtanje tkanine bude naj-
manje onolika kolika je ukupna duzina druge dve tkanine zajedno

15. Dat je problem linearnog programiranja:

Naé¢i maksimum funkcije cilja F'(X) = 1 — x5 + 2x3, pod ograni¢enjima:

T+ T2+ T3 §3
T, — 209 +23 <15

—T2 + T3 =7
x> 0,23 >0

a. Postaviti dualni problem, datog problema.
b. Dualnim simplex algoritmom pronac¢i optimalno reSenje.

Napomena Obratiti paznju na ogranic¢enje tipa jednakost, kao i na to da sve promenljive ne
zadovoljavaju uslov nenegativnosti.

16. Uprava fabrike sokova hoc¢e u ovoj godini da lansira novu grupu proizvoda - sokove od
dunja. Za tu svrhu je otkupljeno 2000 litara kase od dunja. Ova kaSa ne moze da se
iskoristi za neku od veé¢ postojeéih vrsta sokova i zbog toga mora potpuno da se iskoristi
za nove proizvode. Sokovi od dunja ¢e biti u pakovanjima od jednog litra i proizvodice se
u 3 varijante:
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17.

e Dunja™** - koja sadrzi 50% kase i 50% vode,
e Dunja™* - koja sadrzi 40% kaSe, 10% Secera i 50% vode i
e Dunja* - koja sadrzi 25% kaSe, 25% Secera i 50% vode.

Na osnovu analize trzista, procenjeno je da do kraja godine moze da se proda najvise 6000
litara svih sokova od dunje, a da ¢e Dunje***, zbog visoke cene, moéi da se proda najvise
1000 litara. Posto uprava zeli da odrzi imidZ proizvodaca kvalitetnih sokova, odluc¢eno
je da se soka Dunja* proizvede najvise 2000 litara. Potrebno je odrediti koliko litara
soka Dunja®™** Dunja** i Dunja* treba proizvesti da bi ukupan profit koji se ostvaruje
prodajom ovih sokova bio maksimalan. Profit po jednom pakovanju soka Dunja*** je 15
nj, Dunja*®* 12 nj i Dunja* 9nj.

1) Formulisati matematicki model

2) Odrediti jedno optimalno reSenje koriste¢i simpleks tabele

3) Odrediti drugo bazno optimalno reSenje i napisati sva optimalna resenja.

4) Primenom postoptimanle analize odrediti da li se isplati proizvoditi de¢je sokove
Dunja*™** u pakovanjima od 0,2 litra, ako je o¢ekivani profit po jednom pakovanju

ovih sokova 4 nj.

Miladin, otac malog Perice (studenta matematike) bavi se vinogradarstvom. Ove godine
sazrelo je 1800 kg belog i 1200 kg crnog grozda. Vinarija za 1 kg belog grozda placa 0,42
eura plus 0.02 eura po stepenu slatkoce, a za 1 kg crnog grozda 0,40 eura plus 0.02 eura
po stepenu slatkoée. Grozde svaka 4 dana postane slade za jedan stupanj. Perica moze
brati grozde 21.9 (najvise 1500 kg), 25.9 (najvise 1100 kg) i 27.9 (najvise 800 kg). Mali
Perica je simpleks metodom naSao optimalan plan berbe, za koji je zarada najveca. Koji
je to plan, ako je 21.9 slatkoca belog grozda 17 stepena, a crnog 18.5 stepena?



